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Introducao

O conceito de variedade surgiu gradativamente da geometria e também da teoria de fungdes por volta do século
XIX. O matemético Riemman construiu o que hoje sdo chamadas superficies de Riemman que podem ser
entendidas como um dos primeiros exemplos de variedades abstratas. Em seguida, 0 matemaético francés Henri
Poincaré iniciou uma andlise topoldgica de tais objetos, em uma série de artigos memoréveis por sua forca e
originalidade.

Embora o matematico Herman Weyl tenha introduzido em 1912 um conceito formal de variedade diferenciavel, a
teoria apenas foi firmemente estabelecida apds os trabalhos de Whitney em 1936, tendo entdo um rapido
desenvolvimento.

As variedades diferenciaveis podem ser encontrados em diversos campos da ciéncia em geral. Na algebra podem
ser estudados o0s grupos de Lie, na relatividade pode ser visto como espago-tempo, em mecénica como espacos de
fase e superficies de energia. Grosso modo, uma variedade diferenciavel € como uma superficie, s6 que ndo
precisa estar contida em um espaco euclidiano. O estudo das propriedades locais e globais de uma variedade é de
interesse para diversas areas.

Esse trabalho teve como objetivo introduzir as nogdes de variedade diferencidveis, discutir as motivagles que a
ela conduzem e agumas variantes de sua definicdo, preparando o0 caminho para a introducéo da Geometria
Riemanniana, que é nosso objetivo final de estudo.

Material e métodos

Este trabalho é resultado de uma iniciagdo cientifica em matemética, realizada dentro do Programa Institucional
de Iniciacdo Cientifica Voluntaria (ICV) da Universidade Estadua de Montes Claros (UNIMONTES), sob a
orientacdo de um professor desta universidade e teve como objetivo preencher 0s requisitos necessarios para
obtencao do certificado de conclusdo de iniciagdo cientifica.

O trabalho foi desenvolvido por meio de estudos individuais, discussdes e apresentacdo de seminérios, reaizados
pelo professor orientador e académicos dos anos finais do curso de Matemética. Foram utilizadas como
referéncias bibliogréficas, notas de aulas, trabalho de conclusdo de curso, bem como livros de Variedades
Diferenciaveis, os quais se encontram nas referéncias.

Resultados e discussdo

Definicdo 1: Seja ? um espago topoldgico. Uma carta em ? € um homeomorfismo ? de um aberto ? ? ? sobre um
aberto 2(?) ? ?2. Uma carta 2. ? ? ?? chama-se também sistema de coordenadas locais em ?; o aberto ? é uma
vizinhanga. Vejafigural.

Se???e??) =(?1(9),....,72%?) , os numeros ?1(?),...,?2(?) sdo as coordenadas de ? nacarta?. Se ?7??? 22, 72?7?77
?s80 cartasem ?, e ? ? ? ? g, entdo as aplicacdes.

s80 chamadas de mudancgas de coordenadas.
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Obs. Sex: U ???éumacartaeV ?U éum aberto, é claro que ??: V ? ?? é também uma carta.

Definicéo 2: Um atlas de dimensdo m e classe, Ck , k ? ?, no espaco topolgico ? € um conjunto ? de cartas x : U
? ?? de dimensdo m, cujos dominios formam uma cobertura de ?, e cujas mudangas de coordenadas sdo
aplicacdes de classe Ck .

Definicéo 3: Dois atlas ? e 71, ambos de dimensdo m e classe Ck , em ? s80 equivalentes se ? ? 71 € um atlas de
dimensdo m e classe Ck em ?. Em outras palavras, ? e ?1 sdo equivalentes se, paratoda cartax ? ? e toda cartay ?
7?1, as mudancas de coordenadas x ?y ?L ey ?x ?1 sdo de classe Ck .

Proposicéo: A relacdo " ? é equivalente a?1" € umarelacéo de equivaléncia no conjunto dos atlas de dimensdo m
eclasse Ck em 2.

Demonstracao: A Unica propriedade ndo evidente é atransitividade. Para prova-lasgjam ?, ?1, 22 atlasem ?tais
que ? sgjaequivalente a?1 e ?1 equivalente a 2.

Sgamx: U ???ex2: U2??cartastaisquex ??,x2 ? 22 eU ? U2 ? g. Queremos provar que X ? x2?1 e X2 ? x21
s80 Ck . Sgjap ?U ? U2. Existe cartax1: U1 ???2, x1? 7?1, tal quep ?UL SgaV = U ?U1 ?U2. Como ? é
equivalente a?1 e ?1 equivalente a 72, resultaque X ?X 1?71 , X1 ?X 21, X1 ?Xx2?1 ex2 ?x1?1 s8o Ck .

Portanto,
X ?Xx2721 = (X ?x171) - (x1 ?x2?21) : x2(V ) ?x(V ) e
X2 ?X21=(X2?x1?1) - (x2?x?21) : x(V ) ?x2(V)
s80 Ck . Resulta que ? € equivalente a 22.

A unido de todos os atlas de dimensdo m e classe Ck de uma mesma classe de equivaléncia é evidentemente um
atlas, chamado de atlas maximo da classe.

Definicéo 4: Uma variedade diferencial de dimensdo m e classe Ck € um espaco topol6gico de Hausdorff, com
base enumerével de abertos, dotado de um atlas méximo de dimens&o m e classe Ck.

Obs. A estrutura diferencavel de ? é obtida escolhendo-se um atlas A de classe Ck e tomando-se o atlas maximo
daclasse de equivalénciade 2.

Exemplo 1: Sgja ? uma variedade de dimensdo m e classe Ck e seja ? uma parte aberta de ?. Entdo ? induz em ?
uma estrutura de variedade de mesma dimensao e classe que ?. De fato, se ? € um atlas em ?, 0 conjunto ?, das
restricBes a ? das cartas de ?, € um atlas em ? de mesma dimensdo e classe que ?. Se ? € um atlas equivalente a ?,
entdo ???éumatlasCk em ?e ???="?7?7? étambém um atlas Ck em ? Logo, ? e ? sdo atlas equivalentes em ?,
ou sgja, a classe de equivaléncia de ? sO depende da de ? e, portanto, define em ? uma estrutura diferencial que
depende apenas dade ?.

Exemplo 2: Seja ?? com atopologia usual e consideremos a aplicacdo identidade x(p) = p de ?2. O atlas ?={x} é
de dimensdo n e classe C?. A classe de equivaléncia de ? define em ?? uma estrutura de variedade diferencia de
dimensdo n e classe C>.

Conclusao/Conclusdes/Consider acfes finais

As variedades diferencidveis consistem em uma gama de objetos, cuja utilidade ndo € restrita apenas a
matematica, sendo amplamente utilizadas em problemas da fisica, biologia e até mesmo da economia, podendo
por exempl o, serem utilizadas como espacos model o de diversos problemas.

Tendo em vista sua imensa utilidade, o estudo de suas caracteristicas locais e globais de forma aprofundada se
mostra um importante pré requisito para estudos de outros temas.

Por fim, esse tema subsidia o estudo da Geometria Riemanniana, ramo da Matematica, objeto central de estudo
desta iniciagdo cientifica, de grande importancia no desenvolvimento de outras areas, como a Fisica Moderna e a
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Teoriada Relatividade de Einstein.
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Figural: Sistemna de coordenadas



